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1 INTRODUCCION

Para pronosticar la rentabilidad de un producto, es de vital importancia poder
obtener los costos de produccion que usualmente se calculan; como el costo total
de inventario, que incluye los costos de manipulacion, costos de orden y costos de
transporte. En la actualidad existen técnicas para poder calcular todos aquellos
costos que se mencionaron anteriormente, pero siempre se han omitido algunos
por imprevistos o simplemente en muchas ocasiones la experiencia siempre ha
sido un factor determinante a la hora de la toma de decisiones. Pero no siempre la
experiencia debe ser quien lleve las riendas del asunto, lo ideal seria que un
modelo matematico sea quien calcule estos costos de aquellos imprevistos para
poder tener una correcta planificacion en el flujo de inventarios. Este modelo ya
existe y es el problema de valor inicial asociado a la EDP Halmilton-Jacobi-
Bellman o simplemente HJB, dada por
[1] lazyzuyy + Ayu, — yu, — pu — ) _ —x? (Kamil, 2010)
2 4
u(0,y) =0, x,y>0

Que sirve de modelo en el problema de flujo de inventarios, dicha ecuacion es una
ecuacion diferencial parcial de segundo orden no lineal, la cual no posee
coeficientes constantes.

Dicha ecuacién se encuentra en el articulo citado en el anexo. El problema de la
ecuacion [1] es que no es posible encontrar su solucion analitica, sin embargo, en
(Kamil, 2010) se imponen ciertas condiciones que reducen la ecuacion [1] a una
ecuacion diferencial de Ricatti dada por la cual si es posible solucionar.

Para encontrar la solucién analitica al problema de Cauchy asociado a la ecuacién
[1] puede ser demasiado complicado o imposible (dependiendo las condiciones
iniciales), la forma natural de atacar este problema, por ejemplo, en el caso
periodico seria hacer uso de la transformada de Fourier en la variable y en (lorio,
2001) por ejemplo, se da la forma general de atacar la parte lineal de este
problema y se muestra que si tenemos la ecuacion lineal.

[2] u, = Auy, + Bu, + Cu

u(0,y) =¢



La solucién estara dada por

o)

iky

— (—AKZ+iBk+c)x e_
ury)= ) e b)) =

k=—o0

Donde

6@ = [ o ay

Sin embargo, entender este método no es tan sencillo dada la no linealidad que

2
presenta la ecuacion [1] (es decir, —% ).

En (Kamil, 2010) , se imponen ciertas condiciones (las cuales no siempre seran
satisfechas), que reducen la ecuacion [1] a una diferencial ordinaria de Riccati bajo
la sustitucién z = § la cual es dada por:

(p —24)v(z) + %O’Z[ZU(Z) -2 (2)z+ (A — 0®)zv'(2)
+ min{(k + 1)?>+ kv'(2)] +z*2=0

v(0)=0
z>0

Lo que se pretende en el trabajo es aproximar la solucion del modelo inicial [1] por
medio del método de las diferencias divididas (sin analizar la consistencia y
estabilidad de dichos métodos, ya que no esta al alcance de este trabajo) y asi
aproximar las soluciones al modelo HJB presentado en forma de una ecuacion en
derivadas parciales.
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2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GENERAL

Aproximar numeéricamente la solucion del problema de Cauchy asociado a la
ecuacion diferencial parcial de segundo orden no lineal HIB la cual sirve de
modelo en flujo de inventarios

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Analizar el método numérico de diferencias divididas para aplicarlo a las
ecuaciones diferenciales parciales y ver si es posible adaptarlo a la ecuacion HIB
donde se aplicara los métodos numéricos para el problema del disefio de un
modelo de simulacion para flujo de inventarios para determinar la herramienta de
optimizacion.

Plantear una propuesta de solucion de la ecuacion HIB basada en el método de
diferencias finitas el cual sirve de modelo de simulacién para el flujo de
inventarios.

Desarrollar un algoritmo y a su vez un codigo de programacién que permita dar la
aproximaciéon numérica a la solucion a la ecuacion HIB para simular el flujo de
inventarios.

Validar el algoritmo creado en el objetivo anterior, por medio de la aplicacién a un
problema de Cauchy asociado a la ecuacion HIB.

Aplicar por medio de un ejemplo la solucion al problema del disefio de un modelo
de simulacién para flujo de inventarios.
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3 CAPITULO 1

En este capitulo se analizara el método numeérico de diferencias divididas para
aplicarlo a las ecuaciones diferenciales parciales y ver si es posible adaptarlo a la
ecuacion HJB aplicando los métodos numéricos para el problema del disefio de
un modelo de simulacién para flujo de inventarios para determinar la herramienta
de optimizacion.

En este capitulo se introducen los conceptos fundamentales de las diferencias
divididas y como son usadas para aproximar las derivadas parciales, esto se hara
partiendo del desarrollo de Taylor de la funcién es vista como una funcién de una
variable.

Se considera el modelo HJIB dado por.
[3] —pulx,y) + %02 + y2uy, + Ayuy, — yu, —

u(0,y) =0
Para x,y > 0.

En general en este modelo HJB, las variables mencionadas en el articulo son:

ulx,y,t)

x: (Inventario)

y: (Demanda)

t: (Tiempo)

p > 0 : (Constante distinta de 0 (cero)para la tasa de decuento)
o # 0: (Coeficiente de proporcionalidad diferente de cero)

A # 0: (Constante diferente de 0 (cero))

YV YV VYVYVY

Esta ecuacidn tiene sentido en el primer cuadrante del plano xy, es decir, para
(x,y) € (0,0) x (0,»), obviamente numéricamente no es posible trabajar sobre
todo esta region y en la practica tampoco, por lo cual, se reduce este problema a
una regién acotada dada por

[4] R ={(x,y) |x € [0,a] A ¥ € [0,b]} =[0,a] X [0,D]

12



Asi este problema se reduce a encontrar aproximaciones de u(x,y) para (x,y) €
R.

El modelo HIB es un problema de valor inicial en términos de la variable x, sin
embargo, en la variable y se puede presentar en dos formas (con condiciones
iniciales o con valores en la frontera), el problema en el cual se imponen
condiciones iniciales para la variable y se conoce como P.V.l (problema de valor
inicial) de la E.D.P o problema de Cauchy y es dado por:

2
[5] —pu(x,y) + %02 + y*uyy + Ayuy — yu, — % +x2=0
u(0,y) =0
u(x,0) = f(x)

uy (x, b) = g(x)

De otra parte, cuando se imponen condiciones de frontera para la variable
y se conoce como problema a mixto y toma la forma

wo?

1
[6] —pulx,y) +50% + y*uyy + Ayuy — yu, === +x* =0

u(0,y) =0
u(x,0) = f(x)
u(x,b) = g(x)

Son los dos casos que se presentan, la idea es aproximar el valor de
u(x,y) para (x,y) €R

El método de diferencias divididas no ataca la ecuacion directamente sobre la
region R sino sobre algunos puntos de esta, para esto, se considera particiones de
los intervalos [0,a] y [0, b] dados por:

P ={0 =xp,xy,..,%p, = a}

P, ={0 = y0,y1,-.,¥n, = b}

Las cuales por comodidad seran tomadas equidistantes y se considera el salto en
cada particibn como:

13



Estos seran llamadas saltos en x e y respectivamente, y asi las particiones son
dadas por.

x; = ihy i=01,..,1m,
Yi = Jjhy j=01,..,n,

Se comenzara por aproximar la derivada parcial en x para los puntos en la
particion P, y todo valor y € [0, b].

Sea y un valor fijo de [0,b] y considerando a u como una funcion que depende
Unicamente de x asi la serie de Taylor de esta funcién centrada en un punto
x; € P, y calculada en un punto adelante esta particion (es decir x;,,) es:

[7] u(xi1,¥) = u(xiz1,y) + (x1+1'Y)h M1
Donde
o0 h xX—2

e

k=2

Despejando (xl, y) se tiene:

U(Xi+1, y) - U(Xi, y)
By

du
a(xiry) = _thl

Esto da una idea de cdmo tomar la aproximacién de la primera derivada de u con
respecto a x en el punto x; (y es fijo).

U(Xir1, y) —ulx;, y)
hy

Uy (X, ) =
Donde el error es dado por la expresién —h, M, y usualmente llamado error de tipo
0(h,), la expresion anterior es la aproximacion de la derivada hacia adelante y

seré denotada de ahora en adelante por

[8] ux(x;,y) = w parai=0,1,..,n, —1
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De manera analoga usando la serie de Taylor centrada en x; y evaluada en x;_;,
se llega a una aproximacion de la derivada hacia atras, la cual serad denotada y
dada por

(9] i (x, ) = M2 rlim) parai=12,..,m,
X
Por otra parte, tomando las series de Taylor centradas en x;, para los puntos x;,,
y x;—1 Y usando el método de reduccion sobre el término de la segunda derivada,
se llega a una expresion como:

u(xir1,y) — u(X-1,¥)
2h,

du
dx (x,y) = — h"M,

Donde M,:

X—2

de(ly)

Y el error es dado por la expresién —h,>M, y es llamado de tipo 0(h,>).

Asi se define una aproximacion de la derivada centrada dada y denotada por

[10]  u(x,y) = u(xiﬂ’y;u(xi_l'y) parai=12,..,n, — 1.
Asi se tiene tres formas diferentes de aproximar la primera derivada en x para un
punto x; € P,, donde y es un punto fijo de [0, b], las cuales son, hacia adelante,
atras y centrada dadas por las ecuaciones [8], [9] y [10] respectivamente.

Ahora el caso de la primera derivada en y es analogo, se fija un valor x € [0,a] y
se usara las series de Taylor de la funcién u(x,y) (vista como una funcién en y),
centradas en y; € B, y evaluadas en y;,,,y;—; segun sea el caso para obtener:

Uy j41) UG )

[11] u_y’(y, y,-) = n, paraj = 0,1,..,ny -1
— u(xy;)-ul,yj-1) .
[12] u,(x,y)) = J o 1 paraj=12,..,n,

) _ w(x,y 1)Uy 1)

[13] % (x,y, ™ paraj=12,..n,—1

15



Donde los errores en las dos primeras son del tipo 0(h,) y en la dltima del tipo
0(h,?).

El caso de la segunda derivada es un poco mas complejo, para calcular una
aproximacion hacia delante de esta, se necesita un punto adicional adelante, asi
se utilizara las series de Taylor de la funcién centradas en y; , pero evaluadas en

Yj+1 Y Yj+2, ast:
du d*u
e 3y02) = (e3) + ) 2) o (3) ) -
du d*u
u(x, yj1) = ulx,y;) + dy (x,y7)(hy) + ay2 (2 y7)(hy?) + -

Reduciendo los términos que involucran la primera derivada y despejando la
segunda se tiene:

» Jj -2 » Jj + » i
uyy (x,7;) = u(x, yj42) = 2u(x, yji1) + ulx,y)) M,

()’

Donde Mj:

o

d*u _
M3 = — E(Zk - Z)W(x, yj)hyk 3
k=3

Asi, la aproximacion de la segunda derivada con respecto a y hacia adelante para
el punto y; y todo valor fijo x como:

_ u(x,yj+2)—Zu(x,yj+1)+u(x,yj)

[14] u_yy)(x' yj) - (hy)z

para j=0,1, ey My — 2.

Donde el error es de tipo O(hy), de forma similar se llega a una aproximacién
hacia atras con el mismo tipo de error dada por:

o N u(x,yj)-2u(xyj_1)+uxy;_z)

Por ultimo, una aproximacién centrada con un error de tipo
0(hy")
[16] %y (xy;) =

paraj = 2,3, ..,n,

u(x,yj+1)—2u(x,yj)+u(x,yj_1)
(ny)°

paraj = 1,2,..,n, — 1

16



Las ecuaciones [8] al [16] serdn tomadas como las aproximaciones de las
derivadas que aparecen existen 3 tipos de formas (adelante, centrada, atras), con
lo cual existen 9 formas de aproximar en la ecuacion HJB.

17



4 CAPITULO 2

A continuacion en este capitulo, se planteara una propuesta de solucion de la
ecuacion HJB basada en las aproximaciones de las derivadas encontradas en el
capitulo anterior, en esta parte describiremos brevemente el método de las
diferencias finitas aplicado a la ecuacion HIB.

El método de las diferencias finitas es un método puntual, es decir, no se trabaja
sobre R sino sobre ciertos puntos (llamados nodos) de R los cuales son dados por
el producto cartesiano entre P, y P, y es llamado Malla que es denotado por

[17] M={(xy;)) | i=0]1,...n,,j=0,1,...n,}

El conjunto de puntos en el rectangulo R mencionado en la (gréafica 1), asi:

a(ty) X1 Xi—1 X Xiv1  Xpa b(t,)
Yo=€ ™ ™ ™ ™ ™ ™
sombraes R
.
Y1 ® PY Py Y ® ® ® /
Vi
Ji-1 ° [ ) ) ® °
¥ ° ® ® ) °
(.Y
Yj+1 L °® ® ° ® ® °®
Yn—1 ® [ ] ® [ ] [ [ ]
Yo=d ° ° ° °

r
Fuente: Los autores
Grafica 1 Punto en el rectangulo R

Los puntos de las mallas seran llamados nodos.

La idea del método de diferencias, es trabajar la EDP no sobre todo el dominio, es
decir, sobre todo el rectangulo R, (puede ser muy complicado o imposible) sino
montar la EDP en los nodos de la malla.

Ahora, no se trabajard directamente con las derivadas parciales sino con
aproximaciones de estas en cada punto, por comodidad se introduce la siguiente
notacion.

[18]  u) = u(x, )

18



En este caso, el problema mixto asociado a la ecuacién HJB

1 2.2 (ux)z 2
EU YUy, + Ayu, — yu, — pu — z

Donde u(x,y)

Como se dijo anteriormente, existen 9 formas de aproximar por medio de
diferencias divididas para la ecuacién HJB, en este caso se analizara la derivada
a delante en x y la derivada centrada en y.

Pero, antes de analizar los nueve casos se debe rellenar la malla con los datos o
condiciones iniciales y/o de frontera para eliminar incognitas de la matriz creada.

La primera condicion que se rellena en la malla es la condicion inicial que se da
por el modelo HIB dado en la siguiente grafica.

Una vez rellenada con la condicién inicial, siguen las condiciones de frontera
ubicadas en los extremos de la malla dado en la siguiente gréfica.

Xo Xy Xioq X Xt Xn-1 Any,

"

Yo ] * ° . . . e o
L4 [} . ° [ [ e o

Yj-1 3 ) * [ ° [ [ ®

Y . . . . . . °

iz |l @ ] ° ] ) ) [ ) L
* L] [ ] L [} L] Y 'Y [ ]

Ve . ° . .

¥, :

Yny ° e . * .

Fuente: Los autores
Grafica 2 Condicion inicial

Finalmente obtenida la malla con las condiciones que se conocen, se prosigue a
analizar los 9 casos de las diferencias divididas y se elige el camino a seguir para
la solucién de la ecuacién HIB

4.1 Andlisis de los 9 casos:

A continuaciéon se presentara el dominio de la matriz en las 3 formas que son
(adelante, atras y centrada) tanto en x como en y; donde de manera rapida se

19



puede escoger la(s) malla(s) para empezar con el desarrollo del modelo escrito

anteriormente.

Xo E=1 x X3 X, U, Xq Xy Xg x X U,
| 7Ty I LI IRRERREE

i x x x 1% “igp o oiox x x x|
5 : oo ! |

wio : wig i ! !
: ot . e o : L e . e o
oo frommt o S e S B 1

e i ! : '
i 0 ™ ™ ol o =0 1 o . e o
| : | :

Yoy 00 ¥ooxg N N L S
.

Vn Vo

%, % x x5 X u, X X Xz x X U,
- qmmmmemmemmme s I RRREEEt T 1
| ! ! - 1
oo ox x x b ox Yo * * X
P ‘ | |
L : ¥21 0
)‘i 0 e [ ] * ] ! [ . L] [ ]
T R S S S
| ¥z H
Foie e el e 0 e o el e
v, 0 1L x x x x Yoy 0 * * * j,,,,x,,,‘
¥n Yn

Xo Xy X Xz X, Uy Xp Xy X Xg X U,
pTTTm eI esssensse e e e P )
oo ox x x x o0 x x xr ox
| ‘: !
0. . * . 0 e 0 e
[ dmm [ 1
ol e . e o ol e . e e
|
J'Ai 0 x x X x );‘i 0 x x x x
S | e i
Yn Vn

Grafica 7 Atras en x, atras en y Grafica 8 Centrada en x, atras en y

Xo Xy x2 X3 Xn U, Xg Xy Xz Xz B U,
; i
4! 0 x* x x x Y1 0 Vox x x x
i :
— h
V. 4] | i
? . . s e ¥2i 0 ° ° ° .
H
|
Y30 ° ° . ° Ysi o ° ° ° °
Va 1] x x x x Vy o x x x x
¥n ¥n

Grafica 9 Adelante en x, centrada en y Grafica 10 Atras en x, centrada en y
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Grafica 11 Centrada en x, centrada en y

El primer criterio que se usa para saber si sirve cada uno de los anteriores analisis
es que las incégnitas estén en los dominios de la matriz. El segundo criterio que

se usa es que el nimero de incégnitas sea igual al numero del cardinal del
dominio de la matriz.

Se dice que las incégnitas son los puntos que estan dentro de la malla y el
cardinal es el numero de elementos que hay dentro de la interseccion. Por lo tanto,
analizando los 9 casos en las graficas (3, 6, 8 y 9) el nimero total de incognitas es
8 y el cardinal es 8, se puede empezar a buscar la solucion mediante estas 4
mallas para la solucion del modelo.

Noétese que no en todos los puntos sobre la M es posible aproximar la ecuacion

dadas las restricciones que se tienen sobre las aproximaciones, por lo siguiente se
dicequej=0,1,..n, , i =0,1,..n,

Los puntos de la malla M en los cuales es posible aproximar la derivada temporal
hacia adelante es dado y sera denotado.

au du . :
Dy (d_y'&) ={(yuox)i=01, ... My =120 — 1}
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por el cual para el dominio sobre el cual se puede aproximar la ecuaciéon dado en
la gréafica

V. ‘
Yo |lle . . N . . e | o
° ° L) L) L L] ¢ o
Yoy ! |
il e . . . . ° e o
‘
Lo
-

Yro|ie . . . . . e o
Lo
‘
Yz |l @ . . . . e o o
P

‘
. . L) L] . . L e
________________________________________________________ +_—_—A

‘

Yoy |l @ . . ° . e o |

Fuente: Los autores

Grafica 12 Interseccién de los dominios

Ya elegido el camino para solucionar la ecuaciéon, se reemplaza las derivadas que
se obtuvieron anteriormente en la ecuaciéon HJB, se analiza y se encuentra la
ecuacion de recurrencia que sera la que llenara la malla, es decir la que dara la
solucion numérica a la ecuacion HJB.

Ahora se usa la ecuacién HJB y se le imponen las condiciones iniciales y/o de
frontera.

wo?
4

2
[19] —pu+ %yzuyy + Ayu, — yu, — +x2=0

u(a,y) =0
u(x,0) = f(x)
u(x,b) = g(x)
Si se usa las aproximaciones dadas por las ecuaciones w, (x;,y) = Wip1 ) u(XyY) y

hx

uipY)uXin¥) - an donde la derivada en x, es aproximada hacia

2hy
adelante y la derivada en y, es aproximada centrada, se tiene en el punto

(u—x)(xil y) =

(x;,y:) EM
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y . . . Ay; . .
[20] _PU] yj [ j+1 — 2Ui + Ujl—1] + ﬁ[ 1 ]}—1] -

Zlupt - uf] - s [Uft - Ul + 2 = 0

Multiplicando por —

252y .2 . . . .
= E (U — 20l + U - U, — UL, ]+

ahyy;[UF — U] + [Ui]° — 20l — Ul + (U;“) +x2=0

i 24y; hx
[21] 4ph,°U] — 7

[22] (Ui*') +[4hxyj—2Uj1]Ujl+1+{[ hyz L . ]UJ+1
4hx oy ; ; th oy 2Ay hy
[4 h,’ +_, 4hxy,-+U;]U;+[ - i / ]U,+1

Xiz} =0

Aplicando la cuadratica se obtiene:

1
. .2 . . . 2
[2U}—4hxyj]i{[4hxyj—2U% ]—4[c1U}+1+CZU}+C3U}_1+xl~2]}
2

[23] U=

- - h? e
[24] UM!=U! - 2h,y, i{[z h;’ i’ +2Ayf ]U]+1 +[ 4ph,?

1

I+ 4hly? - xiz}z

4hx202yj2] Ui [thzazyjz _ 2Ay]-hx2]
2 2

hy J hy y
Dado que la cuadrética da una dualidad para el valor de UJ-i+1 y como se considera
una dependencia continua en la funcién u(x,y), sean las dos raices U]-iJr1 +; U]-iJr1

se escoge el mas cercano a U]1
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5 CAPITULO 4

Después de obtener el algoritmo en el capitulo anterior, se validara por medio de
la aplicaciéon a un problema de la ecuaciéon de Cauchy asociado a la ecuacion
HJB.

5.1 VALIDACION

Con base en la ecuacién de recurrencia encontrada anteriormente, se tipeara
algunos datos para mirar la convergencia primero de la solucion numérica y luego
se hara lo mismo con datos aplicados a un caso ingenieril.

La definicion de las variables son:

n, = Tamafo de la malla en el eje x (espacio)

n, = Tamafo de la malla en el eje t (tiempo)

o,p, A = Constantes mayor a 0

a, b = Desde el punto inicial 0 al punto final 1 en el eje x

¢,d = Desde el punto inicial 0 al punto final 2 en el eje t

5.1.1 CASO MATEMATICO

Para el modelo HJB, se le asignan unos valores a las variables antes
mencionadas donde se arroja una posible solucion

Condiciones Iniciales

oc=1c=0
d=2,n, =29
p=1n,=8



Condiciones de Frontera

CondicionesdeFronteral =1
CondicionesdeFrontera 2 = 2
CondicionesdeFrontera 3 = 0

En la siguiente tabla, se arrojara la posible solucion con los datos anteriormente y
programados en el software MAPLE.

30405 6 1 8 8 6ofoD B BB K DB B XA DDBUDB KD

w Epan o 1
Tiempo 3

11

¥ ¥ W P P X XL R LR W W W W WP EE LR ERNDNUDL
r 1t 1t 1t 1t 1 1t 1 1t 1 1 1 11

-
2lem

cl

0 01379 02470 03332 04033 04673 03212 0.3736 06017 0.6431 0.6798 0.7086 0.7362 0.7630 0.7880 0.8226 0.8203 0.8481 0.8730 0.8923 0.9162 09212 09474 0.9671 0.9781 09862 0.9884 1.010 1022 1072

P

0 0.06897 01332 01918 02448 02952 03408 03904 04394 04877 0.3383 0.3793 0.6276 0.6733 0.7128 0.7643 0.7933 08232 0.8576 0.8879 0.9231 09313 08678 1002 1023 1038 1066 L1083 1093 L1l6

0 04398 0.08984 01316 0.1710 0290 02934 03623 04313 04999 0.3630 0.6292 0.6879 0.J379 07935 0.8430 0.8%63 09286 09715 1007 1029 1061 1084 1109 L1141 1135 LI74 1192 1196 1219

0 003448 006779 0.09986 02089 03012 04043 04974 0,388 06678 07406 0.8073 0.8713 03282 09734 1027 1064 L1108 L130 1163 1203 1230 1240 1239 1288 1307 1333 1334 1362 1338

S e,

w2 D 00540 03010 04126 03752 06829 07690 013 09488 1016 L0 LIY LUD 123 1290 1263 136 130 139 136 LU L1 147 L466 LA LSOT L3D LS 150

0002299 03782 06812 0.8980 09927 1099 LI74 1234 1262 1340 1383 1407 1437 1480 1310 1342 1333 1374 1381 1614 1394 L1641 1631 1643 1683 L1669 L1668 1692 1672

Moo 0B LS 13 181 13D 15T 138 165 1645 167 160 1045 174 1760 L769 L70 L7 L783 LS1L 1802 107 LS L0 1860 1819 1833 1841 1829 1866

[a——

19 1 3 1 1 3 7 1 7 3 7 1 7 3 7 1 1 7 1 1 1 7 1 1 1 7 1 1 1

Fuente: Los autores

Tabla 1 Datos arrojados de la posible solucién en el caso matematico.

Analizando los resultados de la malla anterior, en el eje del espacio los datos
tienen un comportamiento de forma creciente directamente proporcional al eje del
tiempo, es decir la malla converge.
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6 CAPITULO 5

Por altimo se aplicara por medio de un ejemplo la solucion al problema del disefio
de un modelo de simulacién para flujo de inventarios.

Teniendo en cuenta el resultado de la ecuacion HIB se planteara el siguiente
modelo.

e La empresa de vajillas CERACOL (plato hondo, plato plano grande, plato
plano pequefio y pocillo), esta ubicada en la ciudad de Bogota en el barrio
Quirigua al occidente de la ciudad, donde se distribuye al municipio de
Cumaral (Meta), que esta a (86km) y se demora aproximadamente 3 horas
y media, y al municipio de Cota (Cundinamarca), que se encuentra a
(13km) y se demora aproximadamente 45 minutos.

Desarrollo

De acuerdo al desarrollo de la ecuacién antes mencionada, se ingresan los datos
del modelo mediante un software computacional, donde por medio de los métodos
numericos se encontrara una posible respuesta ya que analiticamente no se
puede desarrollar.

Las variables dentro de la malla son:

e Espacio: La distancia en kilometros recorrida desde un punto inicial a un
punto final.

e Tiempo: Son las horas o minutos de recorrido desde un punto inicial a un
punto final

Rangos establecidos en el espacio en (km)

e Minimo: 10 (C1)
e Maximo: 100 (C2)

Rango establecido en el tiempo en (min)

e Minimo: 0 (C3)
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Condiciones Iniciales
e n, = Tamafo de la malla en el eje x (espacio)
e n, = Tamafo de la malla en el eje t (tiempo)
e 0,p,A = Constantes mayor a 0
e a,b = Desde el punto inicial 0 al punto final 100 en el eje x
e ¢,d = Desde el punto inicial 0 al punto final 250 en el eje t

Variables reemplazadas:

e n, =238 e 0=

e n, =11 e d=250
e a=0 e p=

e H=100 e A=

e ¢c=0

Con los datos anteriores se construye la siguiente malla:

ESPACIO 50 100 150 200 250 300 350 400/ 40/ 500/ 530/ 600/ 850/ 700/ 750/ 800/ 850/ %00/ 1000 1050 1100 1150 1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500 1550 1600 1650 1700 1750 1800 1850 2000

JTEMPO 0 /19 /1 /19/19 19 /19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 50 [19 /9 /8 /9 /8 /19 /19 /19 19 /19 /9 /8 /8 [0 f19 J19 19 J9 J18
g o0 0D LD WWH DD W00 00D N00W00N0000LL0DN0000DH0 DY
B0 193 363433 487 553 572 606 635 660 683 703 100 737 T51 64 TG TRT 798 BOR BL7 K16 B34 42 840 55 B3 869 875 BRI 867 331 97 %02 907 912 915 90 94
D/ 0 245 290331368 402 434 463 490 515 538 559 519 598 616 633 649 665 680 695 709 722 T35 4B T60 771 781 793 B03 BLL 811 BD B3 87 &5 8 869 415 82
S 0 B11BYIE K2 37 190 413 85 457 419 500 500 541 561 561 600 613 636 653 670 636 01 TL6 130 743 T56 68 TR0 781 802 612 822 B1 40 B 5 863
00/ 0 13 MEHE MY MG NI B T3 W5 AL 43 5781 514 337 58 80 500 620 630 657 674 881 107 71 6 0 3 75 B 203 #0 RF BT 41 Uf B4 2
USOA1 0 103 137 254 77 88 315 538 367 383 400 448 416 01 517 551 574 396 618 637 657 £92 M08 724 59 T53 766 T8 T80 01 812 821 W1 840 M 57 857 %5 12
10/ 0 215 B0 245 260 33 35 370 35 45 460 495 519 550 572 98 619 642 660 681 637 715 730 745 759 773 785 797 808 B1R BIB BT M5 855 %63 410 877 %4 1)
U501 0 213 103 206 139 323 35 411 425 486 01 549 554 603 618 649 690 703 725 737 76 767 782 793 806 B16 BL7 836 B4 B4 B62 %70 817 8R4 88D 895 W2 07 42
0L 0 27 D3BE T MY L TR 68 87 632 8L 654 713 TL6 57 T61 TS T80 B0 BLS B31 637 BS0 BS6 66 €72 BB GGG B34 800 W5 %10 35 U0 N4 UE B ¥f
D 0 20 515856 636 554 T0f 656 T53 TL4 TRT T68 BLA 802 B37 B30 %55 853 473 412 687 B8 0 N1 G0 Y3 U0 3 U9 B1 BT BI U3 U5 U0 ) KA K7 50
0110 TL8 835808 740 B3 BB 670 B 887 74 G10 B34 911 910 B8 923 BE B4 W5 U3 B1 B0 K5 %6 %1 %1 %5 %6 %9 %9 Y2 913 915 96 917 919 %0 B
Q X 0 10010 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 10 100 100 100 100 100 100 10

Fuente: Los autores
Tabla 2 Datos arrojados de la posible solucién en el caso ingenieril

Reemplazando los datos tomados del modelo antes mencionado, se busca en el
espacio (la distancia) y en el tiempo el valor que se necesita para conocer el
porcentaje que se sumard al costo por transporte a los dos municipios que se
necesitan y la malla arroja los siguientes resultados.

27



e Cumaral: En el eje tiempo se encuentra (2250/11); significa 204.5 minutos y
en el espacio (1800/19); significa el recorrido que es de 94 kilometros, los
cuales son el valor mas cercano al planteado, obteniendo un resultado del
95.4%.

e Cota: En el eje tiempo se encuentra (500/11); significa 45 minutos y en el
espacio (250/19); significa el recorrido que es de 13 kilémetros, los cuales
son el valor mas cercano al planteado, obteniendo un resultado del 40.2%.
Andlisis:

El costo total de inventario incluyendo costos de manipulacién, costos de orden y
de transporte es de $20.000 por producto, donde su costo aumenta de acuerdo a
la distancia y el tiempo recorrido por cada trayecto.

Para el trayecto de la ciudad de Bogota al municipio de Melgar, el costo total
encontrado esta entre $20.000 y $39.080 por producto.

Para el trayecto de la ciudad de Bogota al municipio de Cota, el costo total
encontrado esta entre $20.000 y $28.040 por producto.
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7 CONCLUSIONES

En el modelo HIB que esta desarrollado en el articulo es de forma analitica en el
cual usan unas condiciones con unos criterios pero no utilizan todas las variables,
mientras que en el desarrollo por medio de los métodos numéricos, se utiliza todas
las variables, junto unas condiciones iniciales para el desarrollo del modelo.

Para la solucion de este modelo fue indispensable utilizar los métodos numéricos,
donde por medio de las diferencias divididas se pudo analizar las 9 casos que hay
de los 3 tipos diferentes que son (adelante, atras y centradas), encontrando como
resultado que el tipo de malla que se acomoda para el desarrollo del modelo es la
derivada a adelante en x, y la derivada centrada en y.

En el desarrollo de la malla al implementarlo para la aplicacion a la ingenieria, se
cuenta con un inventario minimo de 10 y un inventario maximo de 100 ( son
tomados para la distancia en km), donde dependiendo del tiempo arroja un
porcentaje.

El porcentaje encontrado obtenido en la malla, es una proporcion que se debe
tener en cuenta con los costos de produccién a la hora de calcular el real costo
total que incluye el costo de orden, costo de manipulacion y costo de transporte y
se relaciona con los imprevistos, es decir por medio de un intervalo, se puede
aproximar a un valor real, dependiendo la distancia y el tiempo de transporte.

Este es un modelo que puede servir, pero no que es el mas confiable debido a que
existe un alto grado de variabilidad en cuanto a los datos que se pueden obtener;
para llevar a cabo el uso de este método en un empresa, se debe tener un amplio
conocimiento de modelos probabilisticos, de inventarios y de logistica, para que
los resultados que se obtengan de verdad sean los correctos; ademas de esto es
necesario tener conocimientos acerca de la oferta y especialmente de la demanda
gue se presenta en el tiempo en el que se esté desarrollando la investigacion.

29



8 BIBLIOGRAFIA
E. A. Coddington and N. Levinson. (1955), Teoria de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, New York, McGraw—Hill.

Estupifian, H., Ortega, I. (2003) Métodos dinamicos en economia: otra busqueda
del tiempo perdido. Espafia, Vasco, Pag. 232

I. Acero y M. Lépez. (1997) Ecuaciones diferenciales: teoria y problemas. Grupo
Editorial Iberoamericana

lorio, R. (2001). Fourier Analysis and Partial Differential Equations. Cambridge:
Cambridge University.

Kamil, M. A. (2010). Direct solution of Riccati equation arising in inventory
production control in a Stochastic manufactiring system. International journal of the
physical sciences , 931-934.

Martinez, J., Garcia, J. (2003) Introduccion al calculo estocéastico aplicado a la
modelacién econdémico (P4ag. 98), Bogota, Norma

Muller, M. (2004). Fundamentos de administracion de inventarios. Bogota: Norma.

Mufoz, M. V. (2005). Ecuaciones diferenciales de Segundo Orden. Guayaquil:
Escuela Superior Politécnica del Litoral.

Mufioz, M. V. (2005). Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden. Guayaquil:
Escuela Superior Politécnica.

Prato. (1984). Direct solution of a Ricatti equation arising in stochastic control
theory.New Jersey: Appl. Math.

Rincon, L. (2005). Introduccion a las ecuaciones diferenciales estocasticas.México
D.F.

Shreve, K. (1991). Brownian motion and stochastic calculus. New York: Springer.

Sixto Romero, F. J. (2001). Introduccion a las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. Huelva ( Espafa): Servicio de publicaciones, Universidad de
Huelva.

30



Varona, J. L. (1996). Métodos clasicos de resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Espafa: Universidad de La Rioja.

Yamada, N. (1986). The Hamilton-Jacobi-Bellman Equation with a Gradient
Constraint.Wisconsin: Defense Technical Information Center.

31



ANEXO

Intermational Journal of the Physical Sciences Vol. 5(7), pp. 931-834, July 2010
academicjounals.onylPS

BAvailable onfire at hitpoiwwas.
V55N 1982 - 1950 ©2010 Academic Journals

Full Length Research Paper

Direct solution of Riccati equation arising in inventory
production control in a Stochastic manufacturing
system

Md. Azizul Baten* and Anton Abdulbasah Kamil
Mathomatics Program, School of Distance Education, Universiti Sains, Malaysia. 11200 USM, Penang, Malaysia.
Accepiad 10 June, 2000
We studied the production inventory problem in a mmlacmrin%aawlm with degeneraie Stochastic

demand. We derived the dynamics of inventory-demand ratio ¢

t evolves according to Stochastic

neoclassical differential equation through lto's Lemma. We established the Riccati based solution of the
Hamilton- Jacobi-Bellman (HJB) equation associated with this problem.

Koy words: Inventory production models, Stochastic differenial equations, manufacturing systems.

INTRODUCTION

Many manufaciuring enterprises use a production
imventory system fo manage fluctuations in consumers'
demand for the product, Such a system consists of a
manulacturing plant and a finished goods warehouse 1o
store those products which are manulaciured bul not
immediately sokd. The adwantages ol having products in
imventory are: first thay are immediately availabla to meeat
damand; second, by using the warehouse o store excess
production during low demand periods to be available for
sale during high demand periods. This vsually permits
the use of a smaller manufacturing plant than would
otherwise be necessary and also reduces the difficulies
of managing the system.

We aro concemed with the opfimization problem o
minimize the expected discounted cost control of
production planning in a manufaciuring systam  with
degenerata stochasic demand.

1) ﬁ[j'e =[hx-3) el r}’}m]

On simplification ifc =h=1,p" = x =0, then the above
production inventory problem becomes:

author. E-mail: baten_mathi@yahoo com. Ted:
+604 8535287, +6 0174073546, Fax +604 B5TE000.

AMS subject classification, 48M05, 60H10, 0830, s0B05.

J {p_}— f';'__jc "{xll i prz}dl
=" 1.1

subject to the dynamics of the stale equation which
says that the inventory at time tis increased by the
production rate and decreased by the demand rafe
can bae wiitlen as according 1o

lhr={pr—y,}dl. fg=x, x=0, {1.3]

(1.2)

and the demand equation with the production rate is
deseribed by the Brownian motion

dy, = Ay, +Tydw, w=y y=0

1.3)

in the class P of admissible controle of production
processes pt with non-negative constant =Y dafined
on a complete probability space (0, F , P') endowad with
the natural filtration Ft ganerated by oiws | 5 = t) camying
a ona-dimaensional standard Brownian mofion wi |, xt is
the inventory level for producdon rate at fime t (state
variable), yt is the demand rale at time 1, pt is the
production rale af time 1 (control variable), p = 0 is the
constant non-negative discount rate, A is he non-zem
constant, o is non-zero constant diffusion coefficiant, x0
is the inifial value of inventory level, yO is the initial value
of demand rate, h is the inveniory holding cost
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investigated for slochastic
systams with invanant measures ke Bensossan (1988),
Borker (1983,
This papes was organized as follows. In section 2

Suppose W(E, ¥, 1) “ RN = R = B0 — RS a unchon whoss value s
ihe minimum value of e obEciive unciion of Te production
iveory cofifol problem ol Te mERnutciunng Sesem g Tl
we starl i at time 1 instate x, andy. That s,

ulx, y.t) =inf J(p)

wihere e valse Uncion U & fnie valued and twice conlinuousy
differansabis on (0, =). We intially assume tat the WY ¥, 1) Xt
Tior il , T ifh Wt Pl ranges

Since (1.2) and (1.3) & a sy equation, Te subscrid | here
means only fime ¢ Thus, X and y will not and,
& Te same time wil ciMIGle Te Need OF WAGNQ Many
parenmheses. Thus. O & 2 scalar.

T solve: e prodiem cefined by (1.1). (1.2) and (1.3, Ly, §

optimaity [Fichard Befiman (1957)]
=i s o )+ o)

W aume Tl ur ¥ 1) 5 3 conbnuosly dferenatle of s
arguments. By Taylors sxpansion, we have

zn

-]:I'l"l' dr), w{r+de)x f.i':j =-nfr I.r]—fl{!.]‘.l’]‘l’fl"ﬂ
6!,‘:,4-%" €y, ) +0(ds)

22
[From [1.2), we can lomally weile

(4 F = (o) () + (.Y (&) - 2p.5.(ds) 23

() =(An) (&) +(on) (4] + 2 Ax)an)aNs) o,

dx di = Pl{"“)! =¥ {dl):

25
and
dy,di = (Ay,)(d1)" + (o y,)didw,. .
The exact meaning of these comes from he theary of

Siochashc calcules, Amold (1974), Karalzs and Shieve (1991). For
o puposas, | G suloant 0 know e muiliphcabon ness of
Sochaclc calcue

3
(dw,) =di dw di =0, d:* =10 en

Subsimte [2.2) o (2.1) and use (23, (2.4) (25, (26) and [2.7)
D DEIn
sfxr)=mmlp s pu}du(z o) pulr e Loy n b

A,y 4. 4 o )

285
hiote: Tl we SUppressan B gUENS of e RACSONS Invoived in
Eﬁmmmummmamq,mnm

by & and isEng t — 0, we Oitsin e Oyamic DOQRAMMIngG
partial oferential equaton of Hamilion- Jacob Belman eqution

() 5 ey A, 0+ (1) 4 =0

u(0y)=0 xy=0
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whers ©1%) i e Lagendre transtorm of £ 1) matis,

F'(z]:mrm {p7+ pn]:—xTz

B dervatives af * 0577 ) wan
respect 0 x and y. The main feaure of ihe HUB equation (24) is
ihe vanishing of ihe coaMcient of uyy for y = 0 in parlial diferetial
equaton feminciogy, hen the equation s degenerate efiptic.
Ganeraly speaking, hi dfculy sems Tom e degeneracy i e
S8CONd orTler tarm of the HJB aquaton (2.8).

RESULTS AND DISCUSSION

A reduction to 1-dimensional casa

In this subsection, the general (two dimensional) HJB
equafion reduced fo a one-dimensional second-onder
diierential equation. From the two dimensional stale
space form (one state x for inventory level and the other
state y for demand rate) it reduced to one-dimensional

somsfor {57771 g 1o of vemtony o comand

There sxistsa * © (0.) such that (%)= ¥'v(x/¥]. y=0

Since

u =y (xf¥)I/y, w,=2w(x/¥)-xv(xl¥),

b =20 ¥ )= 2( 2 ¥)F (X )+ {l 3 )V ().

Satting 7 = wy and substiuting hese in (2.9), we have
s} %n‘[z-{:} 2 (e) e+ £ (2] 2AW(e)- Ax¥ () ¥ (4]

smin|p + pov* (2} + 2 =0
{2.10)

inge P 2 (2] = 037 {1 (2] -l ]
and
nlgunlql +gv' (z)-V [ﬂ}:m[“""l}: H:I-’r{z]].

Then the HJB equation (2,10) became

ﬁv{z]r%dlaz‘v'[:_}t j:;u"{z}q :'I:Im{{t ' If |.h|'[a]-] ret=0

v{l:l]:ﬂ. =0,
211

wherg P=2-2A and A=-(A+a’)

Stochasiic neoclassical differential equation and value
function.

Baten and Kamil 933

In this subsaction, the dynamics of the stale equation of

inventory lewel (1.2) reduced to a one-dimensional

procass by working in intensive (per capita) vanables.
Daﬁnﬂl"%: Imdmndmumﬂq-'}‘;: per-caplla prodaciion.

To determing the stochastic differantial for the inventory-
demand ratio,

FA N
%':' wie apply lo's formula as lollows

% Moox e WG % Lz WOE_p
z ;-Gi-'i.!l- m; Ty 'J:,;r 'J:,? T 1
From Io's femula,

I L 1 8t 2
de= Gydr e Grdre g Ur). 2.12)

From (1.2), we have that (dy) 2 = o2 y2 di. Subsiituting
the above expressions inlo (2.12), we have thal the

ics of 7 to be the inventory-demand ratio at ime ©
which evolves according to the siochastic neoclassical
dﬂemnlia!iequmim for demand

dz, = [ —;‘J[ﬂr.n‘rl oy dw Yy, - 1)ds e g0 e
sl-dn (@ -1)+ o, jde— oz dw,
= [{'-"‘1"',]!.1'{0.—1]]-1';—01,1"!,
TTRETALL

Fwedw,, g,= 5,80,

2.13)
whara
B=-A+g', k=q-1.
Tha inventory production control problem becamea
T(y)- .l:[f« et (kv 1]’}:::]
L (214)
subject to deganarate stochastc differental equation

dz =Bz, +k |dt—ogdw, 5=zz>0 {2.15)

Let us consider the minimum value of the payoff funclion
is a funcion of this iniial point. The wvalue function
defined as a lunction whose value is the minimum value

ol the w funcion of the 0N inventory
?ommlpm {214 for the manufaciuring system, that
5

V{z)=ial l'!.'|:j( 5"[;,’+(R,+I]z]d:i|=i|=l k) o
v o
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The value function V (2) is a solufion fo the reduced
{one dmonsional)l HJB oquation (2.11) and the solufion
of this HJB equation can be usad to test coniroller for

comespond production  inventory
problem (2.16) subject fo (2.13) using the dynamic
programmming [Richard Belman, 1957).

To find the based solution of HIB equalion
(2.11), we relamed to Prato (1984), Pralo and Ichikawa
(1990} for the degenerale Enear conrol  problems
related to Riccati

mmmma{ammmwkm
seting it to zero, we minimized the expression inside the
bracket of (2.11).

This procadure built up

'E:=_{f'{=]|f1)_l‘ 3.1)
Subsfituting (3.1) into (2.11) yields the equation
PlY I N (3ol (3- 1 [+ 413420

3.2)
AR o e e s
v(z)=az’(1). @3)
Then
v(z)=2az(r). v(z)=2a e
Substituting (3.3} and (3.4) into (3.2) yields
(IHm+da-a+1H7 -de=0 s

Since (3.5) must hokd for any value of z, we must have
a’-a(2B+0" +p)-1=0,

is called a Riccati equation from which we obtain

a {mm-lm}t‘m K, loomstant)

50, (3.3) is a solution form of (3.2).

Conclusion
In general we can further siudy a stochasic opimal
production

I(p)= E__Ir '{I{Ii )+ p_‘}d‘.__

mp._Pﬂ.lqwl o (1.2, (1.3) and (1.4) and in
addidon a coniinuous, non-negative, convex functon h

£ R saiislying the polynomial growth condiion such that
0<k(x)<K(1+1xF), xe K, me N,

for some constant K > 0.
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